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剪切变稀型 SPH 非牛顿流体的预测-校正方法 
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摘  要: 对非牛顿流体的模拟一直是基于物理的流体模拟技术的研究难点. 为解决 SPH 流体模拟中非牛顿流体粒子

凝聚成团导致断层现象, 提出一种针对剪切变稀型非牛顿流体的预测-校正方法. 首先使用 Cross 模型对流体进行统

一建模; 然后计算每个流体粒子受到的除了压强力以外的其他力, 以此获得中间速度; 最后通过求解每个流体粒子

的压强系数满足流体的不可压缩性, 实现密度校正. 为了提高计算速度, 该方法使用全局动态时间步长. 实验结果表

明, 文中方法实现了牛顿流体和剪切变稀型非牛顿流体的统一建模, 解决了断层问题; 相比于无校正方法, 其能够

在更大的时间步长下稳定运行. 
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A Predictive-Corrective SPH Method for Shear Thinning Non-Newtonian Fluid 

Zhang Yalan, Ban Xiaojuan*, Wang Xiaokun, and Liu Xing 

(School of Computer and Communication Engineering, University of Science and Technology Beijing, Beijing  100083) 

Abstract: The simulation for non-Newtonian fluid has been an important research topic in physically based 

fluid animation. In this paper, we propose a novel predictive-corrective algorithm for non-Newtonian fluid 

based on incompressible smoothed particle hydrodynamics (ISPH). First, the viscous liquid is modeled by a 

non-Newtonian fluid flow and the variable viscosity under shear stress is achieved using a viscosity model 

known as Cross model. Then, a predictive-corrective method is proposed, by correcting density error with 

individual stiffness parameters for each particle, to avoid tensile instability and improve numerical stability. 

Finally, a global adaptive time-stepping method is adopted, which adjusts the time step automatically inde-

pendent of the scenario and improve efficiency significantly. The results show that the proposed method can 

model the Newtonian fluid and the shear thinning non-Newtonian fluid, remove the tensile instability, and 

simulate in larger time step. 
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流体现象广泛存在于自然界、日常生活以及工

业生产中. 对流体现象的模拟, 即流体动画, 在计

算机图形学领域一直是研究热点; 其研究目标主

要是如何更加逼真、高效、可控的生成动画. 当前, 

基于物理的流体动画的研究主要集中于均匀介质、

具有线性物理特性的不可压缩牛顿流体 , 很少涉

及非线性物理特性的非牛顿流体. 然而, 与此形成

鲜明对比的是, 非牛顿流体广泛存在于化学工业、
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石油工业、采矿工程、生物医学、食品加工等诸多

领域, 例如, 充填矿坑的膏体、人体中的血液、融

化的巧克力以及图 1所示泥浆等. 因此, 对非牛顿

流体的动画模拟既是对传统流体动画的补充与发

展 , 也是图形学及虚拟现实领域一个重要且具有

挑战性的研究课题.  
 

 
 

图 1  渲染后的非牛顿流体(泥浆) 

 

由于非牛顿流体的物理本质非常复杂 , 真实

地模拟其运动现象非常困难 . 非牛顿流体兼具固

体和流体两方面特性[1], 以剪切变稀型非牛顿流体

为例, 当流体的流速较低时, 流体黏滞力较大, 非

牛顿流体表现出固体特性; 当流体流速较高时, 流

体黏滞力较低, 非牛顿流体表现出液体特性. 近年

来, 光滑粒子流体动力学 [2](smoothed particle hy-

drodynamics, SPH)成为计算机动画领域一类重要

的粒子方法[3-5]. 然而, 用 SPH 方法对非牛顿流体

仿真存在许多困难. 首先, 流体模型表现的优劣直

接受控制模型的影响 , 但传统的流体控制方法多

针对理想的牛顿流体 , 而非牛顿流体的黏性与流

体的剪切率存在非线性的依赖关系 , 需要对非牛

顿流体重新建立适当的物理方程和稳定的近似模

拟方法. 其次, SPH方法具有无网格法所固有的一

些数值问题[6], 当非牛顿流体受力运动时, 会出现

拉伸不稳定性现象 , 其表现为粒子具有凝聚成团

的趋势, 从而导致流体出现不合理的断裂现象. 此

外, 由于非牛顿流体的物理方程的复杂性, 对其进

行求解时需要设定很小的时间步长 , 导致整个仿

真过程非常耗时. 

本文提出了一种面向剪切变稀型非牛顿流体

的预测-校正方法. 首先通过使用 Cross 模型[7], 在

SPH 框架上实现对牛顿流体和剪切变稀型非牛顿

流体的统一建模; 然后使用预测-校正方法通过压

强对流体密度进行校正, 解决断裂现象; 最后, 加

入全局动态时间步长, 并根据场景调整时间步长, 

提高仿真效率.  

1  相关工作 

研究者们提出了很多种方法对非牛顿流体进

行模拟仿真, 现有的方法主要分为 2 类: 基于网

格的欧拉方法和无网格的拉格朗日方法 . 欧拉网

格法将模拟域离散到网格点 , 网格点的物理属性

值(如速度、密度等)通过求解控制方程获得. 2004

年, Goktekin等[8]基于冯米斯屈服准则, 使用显式

欧拉方法模拟了蜡块融化的过程 , 引入一种拟线

性塑性模型来控制固体逐渐变为非牛顿流体过程

中的黏度变化. Losasso 等[9]通过扩展粒子水平集

的方法 , 对不同黏塑性、不同密度的流体进行了

统一建模; 其在同一网格区域内,可能存在不同水

平集 , 通过在黏度计算前加入压强校正来完成不

同水平集的交互. Batty 等[10]发现, 非牛顿流体的

拉普拉斯项和应变率项需要在无散度的速度场下

进行计算, 因此他们在黏度计算后加入压强校正, 

并提出了一种基于标记网格的隐式、无条件稳定

的仿真方法 . 尽管他们提出了一种高精度的自由

表面边界条件 , 但无法仿真高黏度的牛顿流体 . 

Bergou 等[11]提出了一种基于离散微分几何的方法, 

用于模拟一维线性黏性流体 . 该方法能够较好地

模拟一维现象 , 如扭转弯曲等 ; 但当流体的流层

变厚时, 该方法会出现失真的情况. Batty 等[12]提

出用降维技术来模拟黏性薄层 , 其将非线性表面

张力和基于最小离散表面区域的公式相结合 , 通

过局部网格重构技术保留单元三角网格的质量 ; 

该方法能够较好地实现黏性薄层的物理特性 , 如

下垂、褶皱等.  

由于无网格法在处理自由表面与复杂界面方

面具有较大优势, 以 SPH 方法为代表的无网格法

在非牛顿流体仿真领域的应用越来越广泛. Müller 

等[13]构建了一种基于点的动画建模方法来仿真具

有高弹性和高塑性的流体 , 其将连续介质力学和

von Misses塑性屈服条件相结合, 并利用移动最小

二乘方法计算速度和位移. Paiva 等[14]使用广义牛

顿流体模型进行建模 , 通过跳跃数控制流体的黏

度. Paiva 等[15]同样使用广义牛顿流体模型进行建

模 , 实现了高黏度的非牛顿流体受热融化为低黏

度流体的过程 , 所仿真的流体特性取决于场景中

设置的温度. Rafiee等[16]提出了一种用于自由表面

的 SPH 方法, 其可用于仿真牛顿流体和黏塑性流

体, 能够实现模拟黏性流体的弯曲现象. Fan 等[17]利

用真实的聚合物状态方程描述非牛顿流体的压强
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与黏性之间的关系 , 以此仿真高黏高压的聚合物

流动. de Souza Andrade等[18]使用Cross模型实现了

黏性牛顿流体和剪切变稀型非牛顿流体的统一建

模, 但是该方法只能仿真低黏度的流体, 而且当时

间步长较大时, 会出现不稳定现象. 

除了欧拉方法和拉格朗日方法外 , 近年来出

现了一种余维数法 [19]实现非牛顿流体. 该方法能

够实现不同维度的非牛顿流体的交互 , 如一滩油

漆被毛刷刷过后留下丝状的痕迹 , 这是欧拉法和

拉格朗日法难以实现的. 

近年来, 在传统的牛顿流体仿真中, 预测-校

正方法已逐渐取代了标准 SPH 方法. 预测-校正方

法最早由 Solenthaler 等[20]应用到 SPH 方法中, 其

核心思想是预测出无压强时的流体状态 , 然后通

过压强对其进行校正. 2014年, Ihmsen等[21]提出了

一种隐式 SPH 方法, 它通过下一时刻密度和速度

的关系利用压强对密度进行调整. Bender 等[22]提

出了一种无散度速度法, 其本质上也是一种预测-

校正法, 通过压强对密度进行 2次调整, 使流体实

现不可压缩性和速度的无散度. 由于针对 SPH 方

法下的非牛顿流体的相关研究起步较晚 , 非牛顿

流体的研究还主要集中在如何建模 , 而如何高效

地对非牛顿流体进行建模这一问题还没有开始被

研究者们所讨论. 目前, 预测-校正方法已经被广

泛地应用到牛顿流体中 , 但还没有针对非牛顿流

体的预测-校正方法. 

2  非牛顿流体建模 

2.1  控制方程 
非牛顿流体属于连续介质 , 其运动控制方程

须遵循质量守恒原则和能量守恒原则 . 在拉格朗

日框架中, 由于每个流体粒子的质量是固定的, 流

体系统总质量保持守恒 , 质量守恒原则无条件满

足 . 相对于牛顿流体 [23], 非牛顿流体具有弹性和

塑性, 需要在控制方程中加入应变张量项. 其运动

方程可以被表示为  

 
d 1 1

d
p

t  


    
v

τ g  (1) 

其中 , t 为时间 , v 为速度场 ,  为密度 , p为压

强, g为重力加速度, τ为黏性应力张量项. 

式(1)的拉格朗日形式为流体粒子随流体流动

时的加速度, 
1

p



 项为由压强产生的流体加速度, 

1


  τ 为不同速度的流体粒子间的摩擦力产生的

黏性加速度. 黏性加速度是仿真非牛顿流体的关键.  

2.2  Cross 模型 
目前, 对于非牛顿流体的建模有许多种模型, 

比较常见的是广义牛顿流体模型 [24]. 该模型比较

适用于牛顿流体和非牛顿流体的转换 , 尤其是高

黏度非牛顿流体受热融化为低黏度流体的过程[15]. 

然而 , 该模型不能较好地表现非牛顿流体的物理

特性, 如弯曲、褶皱、旋转等. 

本文使用 Cross模型[7]对牛顿流体和剪切变稀

型非牛顿流体进行统一建模 , 该模型既能实现非

牛顿流体弯曲褶皱等物理特性 , 也能对低黏度牛

顿流体进行仿真 , 是一种牛顿流体和非牛顿流体

的统一模型. 在该模型中, 非牛顿流体的黏性应力

张量项  与形变率张量 T( )   D v v 的非线性函

数关系为 ( )Dτ D ; 其中 

 21
tr( )

2
D   D  (2) 

Cross 模型能够较好地体现剪切变稀型非牛顿

流体的物理特性 , 即随着局部剪切率 D 的增大 , 

流体黏度降低 , 因此动态黏度关于 D 的函数关

系为 

 

0( )
1 ( )n

D
KD

 
  




 


 (3) 

其中, K 和 n为控制流体黏度的参数, 对于不同非

牛顿流体的取值不同, 它通常为正数, 并在仿真开

始前根据被仿真的非牛顿流体性质人为设定; 0
和分别为流体在低剪切率和高剪切率时的黏度
上限和黏度下限, 黏度的单位为 m2/s.  

当 K=0 时, 式(3)所表示的非牛顿流体被简化

为动态黏度为固定值 0 的牛顿流体. 

2.3  光滑粒子流体动力学 
无网格粒子法的基本思想是将连续流体离散

为粒子系统, 每个粒子具有质量、速度、压力等物

理属性. SPH方法本质上是一种权函数插值法, 任

意宏观变量  A x 在粒子 x处的值可以表示为关于

其邻域 jx x 内所有粒子的加权平均形式, 即 

   j
j ij

jj

m
A A W


x  (4) 

其中,  ,ij i jW W h x x , jm 为邻居粒子的质量; 

j 为邻居粒子的密度; W 为核函数; h 为核函数  
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支持半径.  

在 SPH中, 空间导数计算公式为 

     j
j ij

jj

m
A A A W


    x x  (5) 

将密度 i 代入式(4), 得到密度的求解公式 

 i j ij
j

m W    (6) 

对于压强的求解有许多公式, 在标准 SPH 框

架中, 通常将不可压缩流体近似为弱可压缩流体. 

换句话说, 压强通常由密度的状态方程求解得出. 

为了简便起见, 本文采用 Morris 等[25]提出的状态

方程对压强进行求解, 即 

 0( )i ip k     (7) 

其中, k 为强度系数, 0 为相对密度. 在实验中, 
3

0 1000 kg / m  . 

为了计算压强对流体产生的加速度 , 本文将

1
p




 代入式(5), 对称化后得到 

 
1 i j

i j ij
i jj

p p
p m W

 


     (8) 

为了计算控制方程中的黏性加速度 , 本文采

用 SPH 求和公式 [25]对流体粒子 i 的形变率张量
T( )i i i   D v v 进行求解, 其中 

 ( )j
i i j ij

jj

m
W


   v v v  (9) 

在更新了所有粒子的黏性应力张量项后 , 得

到流体的黏性加速度求和公式 

 
2 2

1 ji
i j ij

j i j

m W
  

 
     
 
 

τ


 (10) 

3  预测-校正方法 

在本文非牛顿流体模型中, 由于 SPH 方法存

在无网格法所固有的数值问题 , 当非牛顿流体受

力运动时, 粒子具有凝聚成团的趋势, 从而导致非

牛顿流体出现不合理的断裂现象 . 为了解决这一

问题, 本文提出一种预测-校正方法, 通过压强对

密度进行校正. 

目前, 已经存在几种方法 [20]通过求解压强来

最小化牛顿流体流体的密度差 0  , 但截止到投

稿前, 尚未检测到针对非牛顿流体的校正方法. 为

了简化计算, Solenthaler 等[20]在牛顿流体预测-校

正的推导中使用了许多近似与省略 , 以此提升方

法的运行效率. 相比于牛顿流体, 非牛顿流体的控

制方程中增加了应变张量项, 该项的计算与黏度、

速度、密度相关, 因此, 非牛顿流体的仿真受速度

的精度影响更大[26], 牛顿流体的预测-校正法不可

以直接应用于非牛顿流体. 

本文采用的方法思想与牛顿流体的预测-校正

法[20]相似, 不同的是, 本文为每个流体粒子 i设定

一个独立的强度系数 ik , 使该流体粒子满足局部

的不可压缩性 , 进而使整个流体系统的密度保持

不变. 

首先, 本文使用 SPH 求和方程[21]来求解压强

的梯度 

 i i i i j ij
j

p k k m W      (11) 

设在流体粒子 i 上由压强加速度产生的压强

力为 p
iF , 根据牛顿第二定律, 其计算公式为 

 p 1 i
i i j

ji
i ij

m
m p k m W

 
     F  (12) 

设 p
j iF 为流体粒子 i作用在其邻居粒子 j 上

的压强, 根据牛顿第三定律, 其数值与粒子 i的所

有邻居粒子作用在 i上的压强值相等 , 方向相反 , 

即满足 p p 0i j i
j

 F F . 将其代入式(12), 得到 

 p i

i
j i i j ij

m
k m W

  F  (13) 

本文采用半隐式欧拉方法对流体粒子的速度

和位置进行更新, 其中, 速度的计算公式可以被改

写为
adv p( ) ( )

( ) ( ) i i
i i

i

t t
t t t t

m


    

F F
v v , adv ( )i tF 为

除了压强力以外的其他力 , 在本文中为黏滞力和

重力. 根据预测理念, 设定一个中间(预测)速度值
*

iv , 即 

 

adv
* ( )

( )

1
( )

i
i i

i

i i

t
t t

m

t t t


   

       

F
v v

v g τ

 

(14)

 

设由压强校正产生的速度变化为 iv , 即中间

速度 *
iv 经过压强校正后变为 ( )i t t v , 校正量为

iv . 得到 

 

*

P

( )

( )
  i

j
ji

i i i

i
ij

i

k
m W

t t

t
t t

m 
 

     

   

v v v

F  
(15)

 

同理可得 
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p ( )

i

i

j i
j j ij

i

kt
t t m W

m 
     

F
v  (16) 

设定中间速度 *
iv [21]所对应的流体密度 *

i 为 

 * * *( ) ( )i i j i j ij
j

t t m W      v v  (17) 

其中 , ( )i t 为当前时刻流体密度 . 本文默认其在

上一步已满足流体不可压缩条件, 即 0( )i t  . 

为了保证流体的不可压缩性 , 需要使流体密

度保持不变 , 即 0 0   . 压强力需要校正的密

度偏差 i 计算公式[21] 

 ( )j i j
j

i ijm Wt       v v  (18) 

经过压强校正后, 流体密度应满足 *
0i i    . 

将其代入(18), 可得 

2 2 2

*
0

|

( )

( )

(| | | )

.

j i j
j

i i
j j ij j ij j

j ji i

j j
j j

i ij

ij

i
ij ij

i

i

m W

k k
m t m W t m W W

m W m W

t

t

k
t

 





 

  

    

 

    

  


  





 

 

v v

 

求解得到流体粒子 i的强度系数 
*

0

2

i

i i
t

k
  




              
(19) 

其中, 
2 2| || |j

j

ij j ij
j

i
i

m W m W




  

 

.  

本文算法步骤如下： 

Step1. 遍历所有流体粒子. 对每个流体粒子 i , 查

找邻居粒子 iN , 设定时间步长 t . 

Step2. 根据式 (6)计算每个流体粒子 i的密度 i , 

根据式(18)计算每个流体粒子 i的系数 i . 

Step3. 根据式(9)计算每个流体粒子 i的 iv , 根据

式(10)计算每个流体粒子 i的 iτ . 

Step4. 根据式(14)计算每个流体粒子 i的中间速度 *.iv  

Step5. 迭代求解 . 当流体平均密度和标准密度之

间的偏差大于 或迭代次数小于 2 次时, 根据式(17)计

算每个流体粒子 i的中间密度 *
i , 根据式(19)计算每个

流体粒子 i的强度系数 ik , * * 2i

i

i i
k

t


    . 

Step6. 计算每个流体粒子 i 在 t t  时刻的速度  

*( ) j
j

ji
i i ij

i j

m W
kk

t t t
 

 
 

       
 

v v 和位置 ( )i t t  x  

( ) ( )i it t t t    x v . 

本文方法首先使用紧致哈希方法[27]查找流体

粒子的邻居粒子 iN ; 然后计算每个流体粒子的密

度 i 和系数 i . 由于系数 i 仅仅和粒子的质量、

位置相关, 因此它可以在校正步骤前进行计算, 以

降低方法的整体计算量. Step3 计算非牛顿流体的

应变张量项 , 该步骤体现了非牛顿流体和牛顿流

体的区别.  

Step4~Step5 为预测-校正步骤, 预测-校正方

法的核心思想是通过求解压强来最小化流体的密

度差, 即求解 0 ( )f p   . 首先计算由非压强力

产生的中间速度 , 在本文中非压强力为应变张量

和重力 ; 然后计算出中间密度 *
i 和强度系数 ik . 

其中 , 强度系数 ik 是求解 0 ( )f p   并校正密

度的关键. 最后对密度进行校正, 直到密度误差小

于设定的阈值(本文为 0.1%), 循环结束.  

Step6对所有粒子的速度和位置进行更新.  

4  全局动态时间步长 

为使本文方法在加入了预测-校正步骤后仍然

有较高的运行效率, 文中加入了动态时间步长[28]. 

实验表明, 相比于牛顿流体, 非牛顿流体粒子间存

在更高的黏滞力, 粒子之间互相影响也较大, 因此

为每个粒子设定独立的时间步长并不适用于非牛

顿流体 . 与传统动态时间步长 [28]不同 , 本文采用

全局动态时间步长 , 即所有粒子使用同一时间步

长, 时间步长随着场景的不同而动态改变. 

SPH 数值模拟的时间步长的上界由 CFL 

(Courant-Friedrich-Levy)条件给出 , 该条件保证数

值传播的速度大于物理传播的速度 , 从而使数值

计算稳定并收敛, 即 

 CFL
max

v
h

t 
 

  
 

≤
v

 (20) 

其中, max max i
i

v v 是所有流体粒子速度的最大

值, 1v  为安全系数. 

此外 , 非牛顿流体的时间步长还受其黏性的

限制[18], 即 

 
2

f f
08

h
t 


 

   
 

≤  (21) 

其中, f 1  . 

最终的时间步长需要同时考虑以上 2个条件, 即 

  CFL fmin ,t t t  ≤  (22) 
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5  实验结果 

5.1  牛顿流体和非牛顿流体统一建模 
本文通过实验验证方法的有效性 , 所有的实

现均使用C++语言, 并使用OpenMP进行数据并行

化 . 流体的邻近粒子搜索使用宽度为 h的均匀空

间背景网格实现空间Hash法; 使用NIST的 JAMA

和 TNT 开源数学库实现表面构造中使用的奇异值

分解(singular value decomposition); 使用开源物理

引擎 Bullet 模拟刚体(如流体下方的容器); 使用

OpenGL(Open Graphics Library)进行流体粒子的实

时显示仿真; 后期离线渲染使用 Blender 的光线跟

踪引擎 Cycles. 实验使用的硬件平台为 Intel Xeon 

E5-2637 v2(15MB Cache, 3.50 GHz)、80 GB内存, 

NVIDIA Quadro K4000显卡. 

图 2 所示为本文构建的模型下的粒子态的牛

顿流体和非牛顿流体. 如第 2.2 节所述, 当 0K 

时, 模型为图 2a 所示的黏度是固定值的牛顿流体, 

当流体碰触到场景底部的容器时(为了方便观察流

体粒子, 容器被设为完全透明), 与容器交互的流

体粒子受到容器给的作用力而向上飞溅 . 相比之

下, 图 2b 中的非牛顿流体由于其黏滞力较大, 流

体与容器发生碰撞时也不会产生粒子飞溅的现象. 

图 3 所示为非牛顿流体的单溃坝实验的渲染结   

果图. 
 

  
a. 牛顿流体             b. 非牛顿流体 

图 2  本文模型下的牛顿流体和非牛顿流体 

 

  
 

  
 

图 3  单溃坝实验 

5.2  稳定性 
为了证明本文方法有效性 , 本文比较了非牛

顿流体在校正前后的不同, 即流体粒子 i的强度系

数 ik 为固定值和自适应优化 ik 值的不同. 如第 4

节所述, 在无校正方法下, 时间步长受限于 CFL

条件和黏性的限制 , k 的取值取决于设定的密度

误差阈值 [20], 当 =0.1% 时 , 6=6 10k  . 相比之

下, 本文方法为每个流体粒子 i设定一个独立的强

度系数 ik , 经过校正后 , 每个时间步长内密度误

差均小于设定的阈值. 因此, 校正后的方法时间步

长较大, 整体效率更高. 

图 4 比较了非牛顿流体在校正方法前和预测-

校正方法后的不同. 图 4 所示为一段自由下落的非

牛顿流体水柱, 此处为渲染前的粒子状态图. 可以

看出, 图 4a中未经过校正的非牛顿流体水柱存在明

显的断层现象, 随着流体粒子的自由下落, 密度偏

差逐渐增大. 在经过预测-校正方法之后, 断层现象

得到明显缓解, 如图 4b 所示. 校正后, 水柱底端的

粒子层间距离要略大于顶端的粒子层间距离, 这是

因为本文构建的为剪切变稀型非牛顿流体, 即流体

的流速越快, 其黏性越低, 粒子间距离越大. 图 4

所示的实验中, 随着粒子的自由下落, 越靠下的粒

子速度越快, 因而粒子层间的间隙增大. 
 

  
a. 无校正           b. 预测-校正后 

图 4  粒子态的非牛顿流体 
 

在实验过程中, 本文发现, 当场景中流体粒子

数较小或流体运动较为平缓时, 加入了预测-校正

步骤的方法比无校正的方法运行时间更长, 这是因

为预测-校正步骤的执行需要一定的存储资源和计

算时间. 以图 4 中实验为例. 实验中为一段自由下

落的非牛顿流体水柱, 粒子数为 13 671, 0  22 m /s , 

0.2  2m /s , 1K  , 0.5n  . 同样设定时间步长

为 62.5 10 s时, 无校正方法下计算机运行一个时

间步长平均需要 53.3 ms, 校正后计算机运行一个
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时间步长平均需要 83.4 ms. 然而, 当场景中流体

粒子较多或粒子间有激烈碰撞时 , 同等时间步长

下 , 无校正方法下的非牛顿流体将会出现不稳定

现象, 如图 5a所示, 无校正方法下, 时间步长设为
43.0 10 s 时, 无校正方法下, 粒子四处飞散. 只

有当时间步长设定较小时, 仿真才能够进行下去. 

相比之下, 加入了预测-校正步骤后的方法能够在

较大时间步长下运行, 而且方法的稳定性较好, 如

图 5b所示. 
 

  
  a. 无校正              b. 预测-校正后 

图 5  对非牛顿流体的稳定性测试 

本文模型下, 一段水柱的自由落体过程如图 6

所示; 在同一初始场景下, 本文方法可通过参数调

节, 实现如图 6a所示牛顿流体和如图 6b所示剪切

变稀型非牛顿流体. 当时间步长设为 0.3 ms时, 经

本文方法校正后的非牛顿流体仍可以正常运行 , 

如图 6b 所示, 没有校正的非牛顿流体则出现不稳

定现象, 如图 6c所示. 

5.3  效率 
为了使本文方法在加入了预测-校正步骤后仍

然有较高的运行效率, 本文加入了动态时间步长, 

即时间步长随场景而自动变化. 表 1展示了图 4所

示实验加入动态时间步长前后的效率对比 . 在实

验场景中有 13 671 个流体粒子, 2
0 2 m /s  ,    

20.2 m /s , 1K  , 0.5n  . 由表 1可以看出, 同样进行

2 s 的仿真动画, 全局固定时间步长下仿真时间为

556 s, 而动态时间步长下仿真时间为 254 s. 
 

    
a. 牛顿流体 

    

b. 剪切变稀型非牛顿流体 

    

c. 无校正下的剪切变稀型非牛顿流体 

图 6  本文模型下一水柱的自由下落过程 
 

表 1  加入动态时间步长前后对比 

时间步长 真实动画时间/s 仿真时间/s 

固定 2 556 

全局动态 2 254 

6  结  语 

本文提出了一种基于预测-校正 SPH方法的非

牛顿流体模拟方法. 实验表明, 通过参数调节, 可以
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实现不同的流体性质; 加入预测-校正步骤后的流

体不再出现断裂现象, 同时在较大时间步长下, 依

然可以保证稳定性; 通过使用全局动态时间步长, 

仿真效率有了较大的提高. 

目前 , 本文的非牛顿流体模型中尚没有温度

参数. 在加入温度参数后, 将可以实现非牛顿流体

的相变转换, 如固态蜡块受热融化为蜡液等. 这可

能成为我们接下来的研究点. 
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