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摘  要: 针对高密度比多相流体模拟中存在的相间密度计算误差问题及产生的不合理对流运动模拟效果, 提出一种

基于体积通量无散度的隐式流体压强求解方法 . 首先 , 分析传统多相流模拟方法产生密度近似误差的原因; 其次 , 

提出“体积-压缩率”的关联计算方式, 构建流体压缩率与压强间的线性关系; 再次, 分别设计恒定体积求解器和体积

通量无散度求解器, 以实现多相流模拟过程中流体体积的不可压缩性和速度场的无散度特性. 为验证所提方法性能, 

以流体模拟方法 DFSPH 为对比对象, 分别以模拟效果合理性、数值计算稳定性与收敛性为定性和定量评估指标, 依

次开展两相溃坝、热对流等多相流交互实验. 结果表明, 该方法能够实现高效、稳定的多相流交互模拟视觉效果, 在

同等多相流条件下较 DFSPH 方法耗费更少计算时间实现收敛, 在各种复杂模拟场景中均具有良好的健壮性、有效性

和可扩展性, 尤其适用于高密度比流体交互模拟. 
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Abstract: Aiming at the numerical issue at the interface during multiphase flow simulation with high density 

ratio and resulting unreasonable effect of convective motion, an implicit pressure algorithm based on volu-

metric flux free condition is proposed. Firstly, the causes of density approximation errors in the traditional 

multiphase flow simulation methods are analyzed. Secondly, the correlation calculation of “vol-

ume-compression ratio” is proposed to construct the linear relationship between fluid compression state and 

pressure. Thirdly, the constant volume solver and the volume flux free solver are designed respectively to 

realize the incompressibility of fluid volume and the divergence free of velocity field. In order to verify the 
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performance of the proposed algorithm, the advanced fluid simulation method DFSPH is taken as compari-

son. And the rationality of simulation effect, numerical stability and convergence are taken as the qualitative 

and quantitative evaluation factors respectively. Experiments such as two-phase dam break and thermal 

convection are carried out under multiphase flow condition. The results show that the proposed method can 

achieve efficient and stable multiphase flow interaction. Under the same multiphase flow conditions, it can 

consume less calculation time and achieve convergence faster than DFSPH. It has good robustness, effec-

tiveness and scalability in various complex simulation scenarios, especially suitable for simulating fluids 

with high density ratio. 

 

Key words: physical simulation; incompressible fluid; multiphase flows; smoothed particle hydrodynamics  

流体广泛存在于自然界、日常生活与工业生产

中, 是一种常见的物质形态. 通过计算机对流体物

理现象进行模拟 , 一直是计算机图形学领域的研

究热点. 当前, 流体模拟的主要研究对象为单一种

类流体, 即单相流体, 很少考虑对由多种具有不同

物理性质的流体混合而成的多相流体进行动力学

建模 , 并对其中耦合交互作用进行计算分析 . 然

而, 自然界中的流体多以多相流形式存在, 如油水

混合以及冷热空气对流等 . 多相流交互现象中最

显著的即为由流相间物质密度差及速度差所导致

的耦合交互运动效果 . 本文面向不可压缩黏性混

合多相流间的耦合交互运动计算问题 , 提出隐式

体积通量无散度光滑粒子流体动力学 (smoothed 

particle hydrodynamics, SPH)方法, 解决当前隐式

拉格朗日流体模拟方法中对于高密度比流体交互

计算的不精确和不稳定问题 , 实现高性能混合多

相流模拟. 

在当前先进 SPH 流体模拟方法中, 求解器通

过预测-矫正方案分 2 步计算离散化流体粒子在各

时刻所具有的加速度 , 并在时间上对粒子运动进

行积分以形成粒子运动路径 , 实现对流体运动的

描述. 在对每一时刻粒子位置预测过程中, 通过考

虑当前粒子速度及非压强力所形成的加速度 , 分

析粒子在每一时刻的压缩趋势 , 并在矫正过程中

迭代计算维持流体整体不可压缩所需要的压强大

小 , 实现流体每一时刻的完整受力分析 . 传统意

义上, 该预测-矫正过程依托 SPH 方法对流体密

度场的近似计算获取压缩状态量化预测 . 然而 , 

当面向由多种不同密度的流体所组成的混合多相

流进行密度场近似时, 传统 SPH 方法会在多相流

交互边界处产生密度计算误差 , 形成阶跃式压强

场 , 极大地增加数值计算收敛难度 , 并产生不稳

定效果. 

本文首先提出利用“体积-压缩率”为中心的体

积通量无散度 SPH 数值计算方案, 替代传统 SPH

方法中以“质量-密度”为中心的密度不可压缩计算

方案 , 以有效地避免高密度比多相流体交互和边

界处数值计算误差. 其次, 本文基于时下先进的隐

式压强泊松方程(pressure Poisson equation, PPE)求

解思想, 分别设计 2 种压强力求解器, 实现流体速

度场无散度和流体不可压缩条件. 

1  相关工作 

流体模拟是计算机图形学和虚拟现实领域的

研究热点 , 在影视及工程产业中有着广泛的应用

需求 . 流体模拟方法主要分为基于网格的欧拉法

和基于粒子的拉格朗日法, 其中, 拉格朗日法更适

合模拟流体的复杂激烈运动 , 近年来受到广泛关

注[1-4]. SPH 方法是最典型且使用最广泛的拉格朗

日法之一[1,5], 本节讨论基于 SPH 的流体模拟和多

相流体交互模拟的相关工作. 

1.1  基于 SPH 的流体模拟 
SPH 方法最初由 Lucy[6]提出, 用于解决天体

物理学问题, 2003 年由 Müller 等[7]应用于流体动

画, 以加速流体仿真并实现实时交互. 

1.1.1  基于状态方程的求解器 

基于密度压缩与压强大小的关系, SPH 方法可

使用状态方程(equation of state, EOS)显式求解流

场各处压强. 该类方法称为基于 EOS 的压强力求

解器. 此类方法通常导致一定的密度波动, 不能很

好地满足液体的不可压缩性. Müller 等[7]基于理想

气体状态方程计算压强力. Becker 等[8]提出弱可压

缩 SPH(weakly compressible SPH, WCSPH), 使用

泰特方程取代理想气体状态方程 , 将密度波动保

持在较小范围内(通常为 1%). 
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1.1.2  迭代压强力求解器 

为增强模拟过程中流体不可压缩性 , 并提升

模拟效率, 不同的基于 PPE 的迭代压力求解器被

相继发明 [1]. 迭代压力求解器基于预测-矫正方案

对粒子受力进行拆分 , 首先根据除压力以外的所

有力引起的粒子运动确定密度偏差, 然后隐式地迭

代求解使密度偏差被抵消至最小的压力. 与 EOS 方

法相比, 虽然 PPE 迭代压力求解方法在每个时间步

内具有更高的计算复杂度, 但其允许更大的时间步

长, 可以提高方法的整体效率. 2009 年, Solenthaler

等[9]提出了预测-矫正 SPH(predictive-corrective in-

compressible SPH, PCISPH), 在每轮迭代中通过粒

子预测位置计算密度 , 并更新压力以矫正密度 . 

2012 年, He 等[10]提出了 Local Poisson SPH, 以避免

求解全局 PPE 带来的巨大计算开销 . 2014 年 , 

Ihmsen 等 [11]提出隐式不可压缩 SPH(implicit in-

compressible SPH, IISPH)方法, 通过预测速度计算密

度. 2015 年, Bender 等[12]提出无散度 SPH(divergence 

free SPH, DFSPH), 在简化 PPE 方法迭代步骤的同

时, 使用 2 个压力求解器来确保密度不变和速度场

散度为 0. 与前 2 种方法相比, DFSPH 可实现更好

的不可压缩性, 使用更长的时间步长, 从而显著地

提升模拟效率. 

1.2  多相流体交互模拟 
在多相流的相互作用中 , 流体通常展现出不

可混溶与可混溶 2 种行为[13]. 不可混溶流体的各

相间不互溶, 具有清晰可辨的相间界面; 相反, 可

混溶流体相间可互溶 , 可同时存在于一个模拟单

元内. 

针对不可混溶多相流, 研究人员提出了各种解

决方案 , 如基于位置的流体(position-based fluids, 

PBF)[14], 流 体 隐 式 粒 子 (fluid implicit particle, 

FLIP)[15-18], 格子玻尔兹曼方法 (lattice Boltzmann 

method, LBM)[19]等流体模拟方法. 而在 SPH 框架

中 , 一种早期方法是显式地计算不同相粒子的碰

撞并调整粒子位置 [20], 另一种方法是为不同相粒

子分配不同的标签和物理属性 [21]. 然而 , 由于相

间交界面处密度不连续 , 早期方法会造成较大计

算误差. 为处理界面密度不连续问题, Solenthaler

等[22]引入了数量密度, 显著地提升了 EOS 方法所

支持的多相流交互密度比. 

对于可混溶流体的 SPH模拟, Müller等[21]首先

引入了体积分数概念 , 以表示同一粒子中存在的

多相流体. Ren 等[23]进一步引入了漂移速度模型, 

以模拟相间受力不同所引起的混合效果 , 并使用

了 Solenthaler 等[22]的方案处理粒子间密度不同的

问题. Yang等[24]引入亥姆霍兹自由能, 并提出改进

的 Cahn-Hillard 方程 , 以支持萃取等更多现象 . 

2020 年, Jiang 等[25]将 Solenthaler 等[22]的模型与基

于 PPE 的隐式迭代求解器结合, 然而, 当将数量密

度方法应用于隐式迭代 PPE 压强力求解中时, 即

使使用数量密度, 也只能支持密度相近的流体(密

度比不高于 3)所组成的多相流体交互. 

1.3  本文方法 
本文针对现有方法不能在迭代压强力求解器

中处理高密度比相间界面的问题 , 对不可压缩流

体提出一种体积通量无散度的 SPH 方法, 以实现

对高密度比多相流体交互现象的稳定模拟 , 并结

合热传导的物理性质 , 验证连续变化密度场中流

体的对流动态效果. 

2  SPH 

2.1  连续介质的 SPH 离散化 
光滑粒子流体动力学方法, 即 SPH 方法, 使

用离散宏观粒子来描述连续流体介质. 对位于 ix
处的粒子 i 的任意物理量 iA , 其数值可以通过 SPH

方法近似为 

 ( , )i j j i j
j

A V A W h= -Σ x x  (1) 

其中 , j
j

j

V
m

ρ
= 为局部体积 ; j 为在粒子 i 支持半

径 h 内所有邻居粒子, jm 为粒子 j 的质量, jρ 为

粒子 j 处的密度; ( , )i jW h-x x 为光滑核函数(以下

简写为 ijW ), 为归一化类高斯函数, 本文采用 3 次

样条插值函数作为光滑核函数. 

对 iA 一阶导数计算可以通过求取光滑核函数

梯度近似为 

  ( )0
i j j ij

j

A V A W▽ = ▽Σ  (2) 

关于其高阶导, 也可同理计算[26]. 

不可压缩黏性流体运动可用纳维 -斯托克斯

(Navier-Stocks, N-S)方程描述为 

 2
ext

D

D
p

t
ρ μ= -▽ + ▽ +

v v f  (3) 

其中, p为压强; μ 为黏度系数; v 为流体流动速

度; D( ) / Dt· 为物质导数, 表示流体微团物理量随

时间的变化率; extf 为重力场等体积力. 根据上述
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SPH 方法, 可离散化计算 N-S 方程. 其中, i iAρ =

时, 可通过式(1)计算密度为 

  i j ij
j

m Wρ =Σ  (4) 

2.2  无散度 SPH 求解器 
最先进的 SPH 无散度隐式不可压缩求解器

DFSPH[12]通过压缩状态描述压强数值, 即 

  ( )0
i i i ip κ ρ ρ= -  (5) 

其中, iκ 为决定压强力大小的刚度系数; 0
iρ 为在

粒子 i 处的流体理想静态密度. 粒子 i 处的压强梯

度可根据式(5)表示为 i i i i j
j

ijp m Wκ ρ κ▽ = ▽ = ▽Σ . 

在预测-矫正隐式压强求解 SPH 方法中, 首先

考虑引起粒子速度变化率的非压强项, 即式(3)中

黏滞力与重力等外力项 , 此时速度变化率引起有

散度速度场和流体的压缩. 随后, 矫正过程通过迭

代求取压强项(DFSPH 方法中以式(5)中的刚度系

数κ 代表), 获取无散度的粒子速度变化率, 并令

流体在下一时刻不可压缩.  

在每个时间步长中, 为每个粒子确定 2个独立

的刚度系数 , 分别确保恒定密度场和无散度速度

场, 求得刚度系数与流场压缩性关系为 
* 0

2

D1

D

i i
i i

v i
i i

t

t t

ρ ρ
κ α

ρ
κ α

■ -
=■■ Δ■

■ =■ Δ■

. 

其中, *
iρ 为非压强力所导致 2 个时刻间压缩密度; 

iα 用于维持流体密度不可压缩; v
iκ 用于维持速度

场无散度 ; iα 为仅取决于当前粒子位置的因子 , 

其计算式为
22

i i j ij j ij
j j

m W m Wα ρ
■ ■
■ ■= ▽ + ▽
■ ■
■ ■
Σ Σ . 

2.3  密度近似中的数值误差 
在模拟具有非均一静态密度场的多相流运动

时, 不同粒子的密度会有所不同. 当相邻粒子密度

显著不同时 , 基于式(4)的密度近似产生误差 , 使

流体模拟产生不稳定问题. 

举例说明该问题, 如图 1a所示, 有 2种具有不

同静态密度流体, 分别为流相 1( 0
1 100ρ = )和流相

2( 0
2ρ = 1 000), 在粒子大小相同情况下有 2 110m = m . 

虽然粒子在空间中均匀分布没有重叠, 呈现不可压

缩状态, 但根据式(4), 两相流体交互边界近似密度

不同于静态密度, 导致不合理过大压强, 产生间隙. 

Solenthaler 等[22]针对该问题提出数量密度计

算方案, 将式(4)改为 i i ij
j

mWρ =Σ . 

当计算密度时 , 将邻居粒子 j 处静态密度与

粒子 i 处同步以避免上述误差. 该方法十分适用于

显式压强求解方法 , 但不能很好地与更高效精确

的隐式压强求解方法结合. 如图 1b 所示, 当产生

压缩时, 根据式(5), 流相 2 边界处密度压缩数值远

高于流相 1, 同样会导致不稳定情况, 无法实现稳

定高密度比多相流交互. 

 

 

图 1  密度计算误差产生示意图 

 
综上所述, 在隐式迭代压强求解 SPH 方法中, 

现有多相流处理方法在处理激烈多相流交互时不

能实现稳定压强场. 为解决该问题, 受 DFSPH 方

法启发 , 本文提出了体积通量无散度 SPH 方法 , 

以实现高密度比流体稳定、高效的交互效果. 本文

方法在面向单相流体计算的 DFSPH 方法的基础

上 , 将其中关于密度压缩所产生的压强项转化为

关于体积压缩所产生的压强 , 通过压强力抵消非

压强项所产生各粒子体积压缩 , 因此与传统

DFSPH 方法相比, 在不额外增加计算开销的基础

上, 可更精确地处理多相流体交互运动. 

3  体积通量无散度 SPH 

本文提出的体积通量无散度 SPH 方法使用“体

积-压缩率”数值模型替代传统“质量 -密度”模型 , 

将流体粒子运动的物理意义从质点运动转化为粒

子体积通过单位平面的运动所产生的体积通量(单

位为 3 1 2sm m- -· · , 微观上为流体速度场), 流体速

度场无散度转化为体积通量无散度 , 通过测量粒

子体积而非密度的压缩状态替代传统 SPH 密度近

似方法 . 本文方法建立流体体积压缩和压强之间

的关系, 利用刚度系数隐式确定压强场, 在不提升

计算时空复杂度的前提下 , 提升多相流交互数值

精度, 避免了使用传统 SPH 方法的近似误差, 也

消除了高密度比多相流交界面的不稳定性. 

本文针对 SPH 方法提出压缩率概念, 用 γ 表
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示局部位置的压缩状态. 粒子 i 的压缩率可以写为 

 0
i j ij

j

V Wγ =Σ   (6) 

类比于传统 SPH 方法中的静态密度, 本文将

粒子 i 不可压缩状态下的体积定义为静态体积 0
iV . 

依靠压缩率计算 , 可在体积-压缩率与质量-密度

SPH 数值体系下进行转换.  

压缩率作为基于压缩体积所抽象出的概念 , 

其实际意义也存在于传统 DFSPH 方法中. 在压缩

率的定义式(6)中 , 若左右同乘静态密度 , 则压缩

率为压缩密度与静态密度之比 , 可得出当所模拟

流体为单相流体时, 本文方法与传统 DFSPH 方法

具有同等性能. 式(1)(2)传统 SPH 离散化形式中密

度项可转化为压缩率项; 反之, SPH 近似密度可用

压缩率表示为 0
i i iρ γ ρ= , 从而实现传统 SPH 模拟

方法. 因此, 粒子质量、静态密度和静态体积间的

关系为 0 0 i i im Vρ= .  

粒子 i 的压缩体积 c
iV 可用压缩率定义为 

  0c i
i i i

i

V
V

V γ
γ

==    (7) 

压缩体积所表征的具体含义如图 2所示, 将其

中每组粒子作为一个整体考虑, 图 2a 描述不可压

缩状态 , 各粒子均保持静态体积 , 故 0cV V= ; 图

2b 中同样大小空间加入一个额外粒子, 令局部空

间整体呈压缩状态, 压缩体积为 09

10cV V= , 压缩

率同为
10

9
γ = . 

 

        
a. 静态体积              b. 压缩体积 

图 2  流体粒子的压缩体积和压缩率示意图 
 

为进一步消除 SPH 近似方法中高阶精度误差, 

本文参考传统 SPH 梯度近似差分形式[1], 根据式

(2)实现基于压缩率的数值梯度差分求解方式, 即 

 

(1) (0) (0)

0

1

   ) 

( )

1
(

i

j i

i i i i
i

j ijj
i

A A

V W

A

A A

γ γ
γ

γ

■ ■▽ ▽ ▽ =

-

■ ■

▽

= -

Σ
 

(8)

 

3.1  基于体积通量的隐式压强力求解 
类似于传统 SPH 隐式迭代压强力求解方法[11-12]

中密度压缩与压强的关系, 本文通过刚度系数 v
iκ

根据式(7)建立体积压缩状态与压强之间的关系 , 

即 ( )0 0( )1v c v
i i i i i i ip V V Vκ κ γ= - = - .  

由此, 压强梯度可基于式(2)转化为压缩率梯

度表达, 即 0 (0) 0 0
i

v v
i i i i i j ij

j

p V V WVκ γ κ▽ = ▽ = ▽Σ . 

根据 N-S 方程, 由压强 ip 施加的在粒子 i 处的

压强力表示为 

 ( )20 0i

v
p i i

i i i j ij
i i j

m
p V V W

κ
ρ γ

= - ▽ = - ▽ΣF  (9) 

根据牛顿第 2 定律, 粒子 i 作用在粒子 j 上的

压强力应与在 i 处完全相反. 根据式(9), 有 

 ( )20 0i

v
p i
j i j ij

i

V V W
κ
γ

= ▽F  (10) 

N-S 方程中的非压强力 *
iF , 为重力、黏滞力和

表面张力等外力之和, 用于预测中间速度 *
iv , 为 

  * * /i i i it m= + Δv v F  (11) 

压强力用于抵消体积压缩 , 使体积通量变化

率为 0. 因此, 使用差分式(8), 体积通量变化率可

以用速度的散度和压缩体积表示, 即 

 ( ) ( )(1)* 0 0 * *D

D

c
ci

i i j
j

i j i ij
V

V V V W
t

= - ▽ · = - - ·▽Σv v v  (12) 

为使粒子 i 处无压缩, 压强力对体积变化率的

作用应为
D

D

c
iV

t
- . 根据式(12), 可得到实际体积变

化率和局部压强力 ipF 之间的关系为 

 0 0D

D

ii
ppc
ji i

i j i
j

j
i j

V
tV V W

t m m

■ ■
■ ■= -Δ - ·▽■ ■
■ ■

Σ
FF

 (13) 

将式(9)(10)代入式(13), 可得 

 

( )

( )

30

20
20

D

D

1
      

vc
i ii

i

j ij
j ij

i jj j

t VV

t

V W
V W

m m

κ
γ

Δ
= ·

■ ■▽■ ■■ ■▽ +■ ■■ ■
■ ■■ ■
Σ Σ

 

(14)

 

进一步可得关于刚度系数 iκ 的线性表达式, 即 

 

( )

( )

30

20
20

D 1

    

1

D

i

c
v i
i

i

i

j ij
j ijj

i jj

V

t t V

V W
V W

m m

α

κ

γ

'

= ·
Δ

■ ■▽■ ■ ▽■ ■ +
Σ

Σ
■■■■■■■■■■■■■■■

 

(15)
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其中, 等号右端最后一项对应于 DFSPH 中的 iα , 

本文中记为 iα' . 考虑动量守恒, 作用在粒子 i 上的

总压强力为 

( ) ( )

,total

2 20 0 0 0  

i ip pp
i ji

j

vv
ji

i j ij i j ij
ji jj

V V W V V W
κκ

γ γ

== +

- ▽ - ▽Σ

Σ

Σ

F F F

. 

每次迭代的速度更新为 

( )

* *

0 20 0 0

 :

    

i i

vv
i i

i
j

j
i j j j ij

i i jj

tV
V V W V W

m

κκ
γ γ

= -

■ ■Δ
■ ■▽ + ▽
■ ■
■ ■

ΣΣ

v v

 
(16)

 

其中, *
iv 为由前一时间步长的速度和 N-S 方程中

的其他非压强力引起的中间速度 , 通过求解压强

力矫正粒子速度 , 使体积通量变化率满足无散度

条件. 

3.2  流体模拟求解器设计 
根据第 3.1 节算法, 本文共设计 2 个求解器, 

以满足流体模拟的不可压缩条件 (恒定体积求解

器)以及体积通量无散度条件(体积通量无散度求

解器). 第 3.1 节中所述流程即为体积通量无散度

求解器设计思路, 恒定体积求解器思路与之相似, 

只对式(12)模式进行改变, 令 

 ( )* 0 0 * *c
i i i j i j ij

j

V V tV V W= +Δ - ·▽Σ v v  (17) 

从而使压强力修正粒子位置 , 以达到恒定体积的

状态, 即 

* 0 2 0 0
ii

pp
ji

i i i j ij
i jj

V V t V V W
m m

■ ■
■ ■- = Δ - ·▽
■ ■
■ ■

Σ
FF

. 

该求解器中使用的刚度系数为 

 
( )

( )

* 0

2 30

1i i

i i

i

V V

t V
κ α

-
'=

Δ
 (18) 

虽然 iκ 与 v
iκ 需分别求解, 但 iα'可由 2 个求解

器共享, 且每个时间步长只需计算一次. 

体积通量无散度 SPH 方法结合 2 个求解器算

法步骤如下. 

输入 . 时刻 t 所有粒子 i 静态体积 0
iV , 位置

ix , 速度 iv , 质量 im , 时间步长 tΔ , 粒子数量 n . 

输 出 . 下 一 时 刻 t t+ Δ 所 有 粒 子 i 位 置

( )i t t+ Δx , 速度 ( )i t t+ Δv . 

Step1. 于当前时刻 t , 遍历所有粒子 i , 对每个粒

子 i 查找邻居粒子集合 iN . 

Step2. 遍历所有粒子 i , 根据式(7)计算每个粒子

的压缩体积 c
iV , 根据式(15)计算 iα' . 

Step3. 体积通量无散度求解器 , 设定最小迭代次

数 min
vl (本文取 2 ), 最大迭代次数 max

vl (本文取 50), 以及

体积通量变化率阈值 vη (本文取 310- ), 并令当前求解器

迭代次数 0vl = , *
i i=v v : 

  Step3.1. 遍历所有粒子 , 根据式(12)计算粒子 i

的体积通量变化率
D

D

c
iV

t
; 

  Step3.2. 遍历所有粒子 i , 根据式(15)计算每个

粒子的刚度系数 v
iκ ; 

  Step3.3. 遍历所有粒子 i , 根据式(16)矫正中间

速度 *
iv ; 

  Step3.4. 若 

( ) ( )min max

D

D

c
viv v v v

i

V
t nl l l l

t
η

■ ■■ ■
Δ >■ ■∨ ∧ <■ ■■ ■■ ■■ ■■ ■

< Σ  

为真 , 令 1vl + = 并转 Step3.1; 否则对所有粒子 i , 令
*

i i=v v . 

Step4. 预测步骤: 

  Step4.1 遍历所有粒子 i , 计算非压强力 *
iF ; 

  Step4.2 遍历所有粒子 i , 根据式 (11)更新中间

速度 *
iv . 

Step5. 恒定体积求解器 , 设定最小迭代次数 minl  

(本文取1 ), 最大迭代次数 maxl (本文取 50), 以及体积通

量变化率阈值η (本文取 410- ), 并令当前求解器迭代次

数 0l = :   

  Step5.1 遍历所有粒子 i , 根据式(17)计算体积

偏差 *
iV ; 

  Step5.2 遍历所有粒子 i , 根据式(18)计算刚度

系数 iκ ; 

  Step5.3 遍历所有粒子 i , 将式(16)中 v
iκ 项替换

为 iκ , 并删去式(16)中 tΔ 项, 计算矫正中间速度 *
iv ; 

  Step5.4 若 

( ) ( ) ( )* 0
min maxmin ,0 v

i i

i

l V V n ll lη■ ■■ ■∨ > ∧ <■ ■■ ■
■

-
■■

<
■

Σ  

为真 , 令 1l+ = 并转 Step5.1; 否则对所有粒子 i , 令
*( )i i it tt + = +Δ Δx x v , ( ) *

i itt Δ+ =v v . 

体积通量无散度 SPH 计算复杂度与 DFSPH 相

同 , 而本文方法使用体积相关计算代替密度相关

计算 , 更好地满足了高密度比混合流体模拟的需

求, 提高了计算的稳定性和动画的真实感效果. 

4  实验及讨论 

本节将体积通量无散度 SPH 方法在多个场景
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中进行测试, 并将其与 DFSPH 方法[12]进行比较, 

模拟时流体体积压缩误差比η 均设置为 410- , 体

积散度误差 vη 均设置为 310- . 模拟方法采用了邻

居搜索算法[27]、边界处理方法[28]、热传导算法[29], 

和文献[30]中的表面张力模型 . 物理模拟系统框

架基于 C++实现, 并使用各向异性方法[31]进行流

体表面重构, 使用 Blender 进行动画渲染. 实验设

备为配备 Intel Xeon E5-2687 v4(15M 高速缓存, 

3.5 GHz, 4 核)CPU, 80 GB RAM 和 NVIDIA Quadro 

P4000 GPU 的台式工作站. 本文实验数据如表 1

所示. 

 
表 1  实验数据统计 

实验场景 
对应 

图序号 

10−3× 
粒子数 

粒子大

小/m 

时间 

步长/ms

两相溃坝 图 3, 4 117  0.10 2.0 

高密度比交互 图 5 108 0.05 CFL[1] 

两相流体搅动 图 6  19 0.15 4.5 

热对流 图 7 252 0.10 1.0 

 
4.1  两相溃坝实验 

为考查体积通量无散度 SPH 方法在模拟不同

密度多相流交互耦合时的性能 , 首先进行两相流

体溃坝实验. 如图 3 所示, 2 种具有不同密度的水

块从高处落下, 并相互碰撞产生交互, 随后两相流

体分层. 

图 3 所示为分别采用 DFSPH 方法和本文方法

的模拟结果 , 第 1 行 2 种流体的密度分别为

500 kg/m3 和 1 000 kg/m3, 第 2 行 2 种流体的密度

分别为 200 kg/m3 和 1 000 kg/m3, 第 3 行 2 种流体

的密度分别为 25 kg/m3 和 1 000 kg/m3, 3 行密度比

分别为 1∶2, 1∶5 与 1∶40. 实验中, DFSPH 方法

的结果会出现明显的不稳定现象 , 进而内部流体

局部消失产生空腔(图中黄框区域). 在流体相对

运动较为激烈时, 较高黏滞力可抑制 DFSPH 方法

在高密度比两相流体交界处不合理密度近似所导

致的压强场不稳定; 当黏滞效应随着流体相对运

动幅度减弱时 , 不稳定压强效果开始显著 , 产生

空腔. 

另外, 随着密度比不断提升, DFSPH 方法中两

相流体交互边界处缝隙不断扩大(灰色放大区域), 

而本文方法始终可以保持两相流体模型交互边界

处无缝贴合. 该现象是由于 DFSPH 方法出现如图

1 所示的密度计算误差所导致的压强梯度阶跃现

象而产生的, 且会随密度比增大而愈发明显. 

 

图 3  2 种方法两相溃坝实验 
 

由于本文方法与 DFSPH 方法同属于隐式压强

力求解 SPH 方法, 2 个求解器配置方案与 DFSPH

方法原理相仿, 均根据流体刚性系数, 实现流体整

体不可压缩与速度场无散度(本文方法为体积通量

形式), 每轮迭代均只考虑单轮邻居粒子迭代(非

IISPH 方法考虑 2 轮迭代方案)带来的压强影响, 故

本文方法与 DFSPH 方法具有相同计算复杂度, 因

此可通过在 2 种方法中设置相同的收敛阈值, 比较

相同时间内迭代轮数, 考查计算效率. 迭代次数越

少, 意味着计算效率越高. 

图 4 进一步对比了流体密度比为 40 时两者在

该场景内每 0.1 s 所产生的迭代次数. 当 2 个流体

块发生相互接触时, 由于很难保持无散度状态, 所

以 2种方法中无散度求解器都需迭代多次; 之后的

过程中, 由于 DFSPH 方法多相流交界面处存在密

度近似误差 , 其速度无散度求解器与体积通量无

散度 SPH 相比, 需要更多轮迭代. 
 

 

图 4  DFSPH 与本文方法的迭代次数对比 
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4.2  高密度比交互实验 
为进一步验证本文方法在极端密度比流体交互

条件下的稳定性, 本文开展了密度比为 1∶100 的蛇

形管道内两相流体交互实验. 如图 5 所示, 高密度

流体(蓝色, 1 000 kg/m3)受重力作用在蛇形管道内

冲向低密度流体(青色, 10 kg/m3), 两者展开交互. 
 

 
a. DFSPH[12] 

 
b. 本文 

图 5  1∶100 密度比两相流体在复杂边界条件下 

运动交互模拟效果 
 

由于该实验中两相流体密度差距极大 , 故采

取 CFL 条件[1]动态控制模拟时间步长, 提升稳定

性. 图 5a 中采用传统 DFSPH 方法模拟该场景, 在

两相流体最初接触时便由于压强场精确性问题产

生动态细节丢失问题(橙框区域), 并随时间发展出

现局部不稳定(黄框区域), 最终出现全局压强过大

所导致的“爆炸”效果(第 3 列). 图 5b 采用本文体积

通量无散度方法进行模拟 , 可以稳定实现复杂边

界条件下高密度比多相流模拟交互 , 且可明显看

出, 两相流体交互产生接近气-液交互效果, 可显

式实现对气-液交界面的动态描述. 

4.3  混合液体搅动实验 
图 6 展示了更加动态的实验场景, 实验中用 4

根棒子搅拌两相流体使之充分混合 , 其中透明相

密度为 200 kg/m3, 蓝色相密度为 1 000 kg/m3, 分

别用 2 种方法开展实验. 与 DFSPH 相比, 体积通

量无散度 SPH 方法在模拟搅拌棒搅动 2 种流体过

程中表现更加稳定. DFSPH 方法实验中, 可明显看

到搅动时流体内部出现不自然迸溅情况 , 且有离

散水滴不断飞出容器, 整体震荡十分剧烈. 本文方

法在搅动过程中多相流表现更加稳定顺滑 , 且搅

动完成后可以顺利分层恢复平静 , 两相交界面分

层明显, 无 DFSPH 中所出现的明显噪声.  
 

 
a. DFSPH[12]              b. 本文 

图 6  1∶5 密度比两相流体搅动实验 
 

4.4  热对流实验 
为验证本文方法对于连续变化密度场中流体

的对流动态模拟, 设计如图 7 所示的热对流实验, 

水槽内部装满流体, 底部有一热源, 实验对比 2 种

算法实现的热对流效果. 

实验中, 为描述热对流现象, 每个粒子随着温

度升高会产生一定的质量损失 , 令粒子体积保持

不变, 以实现同等压强浮力条件下较轻粒子上浮、 

较重粒子下沉的效应 , 即为本实验中所近似模拟

的热对流现象. 质量损失系数 β 与温度的关系为

threshold1 /i iT Tβ = - . 其中 , iT 为粒子 i 的温度 ; 由

用 户 定 义 thresholdT 以 控 制 密 度 比 . 此 处 选 择

threshold 62.5T = ℃ , 使得当 50T = ℃(此实验中的最

高温度, 表示为红色)时, 0.2β = , 粒子的质量变

化为 :i i im m β= .  

如图 7 所示, 图 7a 显示了没有粒子质量随升

温损失的无对流效果. 热量只是缓慢散发开来, 而

不会引起流体内部任何流动 ; 在图 7b 中 , 通过  

DFSPH 方法实现热对流, 尽管热对流在一定程度 
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a. 本文无对流效果 

 
b. DFSPH[12]有对流效果 

 
c. 本文有对流效果 

图 7  2 种方法热对流实验对比 
 

上得以实现 , 但在底部最热的区域存在明显的不

自然现象, 该区域的粒子相距太远; 另外, 图 7b

第 2 列中, 发生了不自然的“爆炸”现象, 加热的粒

子过早冒出表面 , 表明在模拟过程中出现了数值

不稳定现象; 在图 7c 中, 使用本文方法模拟热对

流, 底部被加热的粒子更加稳定, 对流引起的流动

更加顺畅, 实现了稳定的热对流效果. 

5  结  语 

本文提出了一种体积通量无散度 SPH 方法, 

可有效地提升 SPH 方法在非均一密度场的不可压

缩流体模拟过程中的数值计算精度 , 实现了对于

高密度比多相流体交互的稳定高效模拟 . 本文方

法通过使用体积-压缩率框架代替传统 SPH 方法的

质量-密度体系, 分别构建了恒定体积求解器及体

积通量无散度求解器 , 维持了流体体积不可压缩

与速度场无散度状态. 实验表明, 本文方法不仅可

以处理传统 SPH 方法难以稳定的高密度比多相流

体交互, 而且实现了多相流体边界无缝密贴, 更能

增强对流体对流效应模拟的精度与稳定性. 

本文方法仍局限于处理不可混溶多相流体交

互 , 未来将进一步探索多相流交互中可混溶流体

相互作用的动力学模型 , 并结合本文所提出的思

路, 实现包括混溶[23]、萃取[24]、强耦合边界[32]以

及湍流[33]等更复杂现象的模拟效果. 
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